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1. Postulados e transformacions de Lorentz

1.1. Introducién

O principio de relatividade da mecanica newtoniana establece que todos
os sistemas inerciais son igualmente validos para describir as leis da Fisica.
As transformaciéns que permiten o paso dun sistema inercial a outro son as
transformacions de Galileo.

Pero os fisicos do século XIX non eran quen de encaixar nese principio
a teoria electromagnética, que semellaba non o satisfacer. A teoria clasica
do electromagnetismo resimese nas ecuaciéns de Maxwell (1861) e unha
das stias consecuencias é que a velocidade da luz (as ondas electromagnéti-
cas) no baleiro é independente do movemento da fonte, en contradicién coas
transformacions de Galileo. Dito doutro xeito, para os fenémenos electro-
magnéticos non todos os sistemas inerciais son equivalentes: as ecuaciéns de
Maxwell non son invariantes baixo transformaciéns de Galileo. Se tentamos
de conciliar ambas cousas & vez, isto implicaria que existe un sistema de re-
ferencia preferido, no cal as ecuaciéns de Maxwell son validas, non o sendo
noutros sistemas. Existen entén varias posibles soluciéns 6 problema:

a) As ecuaciéns de Maxwell non son correctas, pero si as transformaciéns
de Galileo.

b) As ecuaciéns de Maxwell son correctas en calquera sistema inercial,
daquela o que non é correcto son as transformacions de Galileo.

c¢) As ecuaciéns de Maxwell son correctas nun sistema de referencia pre-
ferido (o Eter) e hainas modificar para que o sexan noutro sistema inercial.

Hoxe en dia sabemos que a solucién correcta é a b). A solucién a) foi des-
cartada, xa que o intento de modificar as ecuacions de Maxwell para facelas
invariantes de Galileo levaria a fenémenos que non se observan experimen-
talmente. A solucién ¢) abandonouse s6 despois de moitos experimentos que
trataban de detectar a existencia do éter. Segundo Young e Fresnel, a luz
seria coma unha onda mecédnica que necesita dun medio para propagarse
(o éter). O sistema no cal este medio é estacionario serfa o sistema de re-
ferencia distinguido. De acordo coa lei de suma de velocidades de Galileo
deberia ser posible medir a variacion da velocidade da luz emitida por unha
fonte en movemento respecto 6 éter. Un dos experimentos maéis célebres na
historia da Fisica foi o de Michelson e Morley de 1887 que intentaba medir
estas variaciéns na velocidade da luz cando esta viaxa en distintas direcciéns
respecto do movemento relativo da Terra na sua érbita. Para iso emprega-
ron un interferémetro, esperando poder medir a diferenza de camino éptico
entre raios de luz que seguen traxectorias perpendiculares. O resultado do
experimento foi negativo. Descartada a existencia do éter, Einstein formulou
en 1905 os dous postulados da teoria especial da relatividade.
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1.2. O experimento de Michelson e Morley

Realizouse cun interferémetro coma o da figura:

O dispositivo estd composto dunha fonte S, un espello semiprateado A
e dos espellos B e C. Os espellos estan situados a distancias L, e Lo de
A. A luz sae de S e en A dividese en dous feixes. Un deles, vai cara a B e
reflictese nel, e analogamente faino o outro en C. Ao chegaren de novo a A,
ambos feixes recombinanse e superpénense. Se o tempo investido en ir de A
a B e volver é o mesmo tempo que o de ir de A a C e volver, os dous feixes
estardn en fase e reforzaranse o un ao outro. Se o tempo é distinto, os feixes
estaran desfasados e haberd interferencia. Calcularemos estas diferenzas de
tempo, tendo en conta o suposto movemento relativo ao éter.

Suponiamos que a lina AB é paralela 6 movemento da Terra na sia 6rbita
e que esta se move a velocidade u. Sexa ¢ a velocidade da luz respecto ao
éter. No tramo de ida, a velocidade da luz relativa 4 Terra é v = ¢ — u,
polo que o tempo investido é t g = CLf—lu No camino de volta, v = c+ u, e

tpa = Cilu, de xeito que o tempo total en ir e volver é:

" - L1 4 Ll - 2L1/C
ABA = T ctu 1—u?/c

Calculemos agora o tempo 6 longo do outro brazo do interferémetro. Mentres
o feixe de luz viaxa de A cara a C, C terase movido a C’ unha distancia
¢ = utac e a luz percorrerda unha distancia ct4¢ como se aprecia na figura.

E similarmente para o percorrido de volta. Usando o teorema de Pitago-
ras temos que L3 + u2t1240 = cQtiC e, por tanto:

LQ/C
tAc=72,
Vi-4
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polo que:
2L2/C

taca = 2tac = —
U
V-~ @

A diferenza entre os tempos ao longo dun e doutro brazo sera:

2L1/C 2L2/C
At =taps—t = -
ABA ACA 1— u2/02 — 2
2

2L, u? 2L, 1u?
= 14+ )= (124 ) =
c <+02+ > c <+202+
2(L1 — L 2Ly — L 2
_ (L1 2)+< 1 2><U2>+
C C C

.z . . 2
Onde usamos a expansion de Taylor a primeira orde para oz — 0. Esta

diferenza At segue sendo non nula ainda no caso en que fose L1 = Lo, é de
2

orde %;.
C

Na practica o que se fai é cambiar de posicién o interferémetro, rotandoo
90° de xeito que B « C' e L1 < Lo, de xeito que a diferenza entre os tempos
empregados polos dous feixes perpendiculares de luz é agora:

2L1 / C 2L2 / &

/ / /
At =tyca —tapa = W_l_ug/cz_
T2
2(Ly — L Ly — 2L u?
C C C

Nambolosdous casos existird un patrén de interferencia e do que se tra-
ta é de comparalos (de feito, a rotacién pode facerse de maneira continua
e ir variando gradualmente dito patrén de interferencia). A diferenza de
camino relativa é: Ad = ¢(At — At') = (L1 + Lg)%j. Cando Ad = n%,
o desprazamento relativo serd de media franxa de interferencia e nun dos
patréns habera bandas luminosas cando no outro eran escuras e viceversa.
Se Ad = nA, o desprazamento é dunha lonxitude de onda completa e ambos
patrons seran indistinguibles. En xeral, o corremento dunha fracciéon § de
franxas de interferencia Ad = d\ vird dado entén por

5= Ad . (L1+L2)u2

TN N &2
No experimento realizado inicialmente por Michelson en 1881, a luz era
xerada por unha ldmpada de sodio con A = 6 x 10~"m, os brazos do inter-
ferémetro median L1 = Lo = 1,2m, e tendo en conta que a velocidade da
Terra na sta érbita é v = 30 km/s, o resultado agardado seria § = 0,04.
O resultado do experimento foi negativo, pero o seu deseno permitia unha
precisién relativamente mala de § = 0,02. Uns anos mais tarde, en 1887, o
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propio Michelson, en colaboracién con Morley, conseguiu aumentar de ma-
neira efectiva a lonxitude dos brazos do interferémetro mediante un sistema
de reflexiéns multiples dos feixes de luz ata L1 = Ly = 11 m, co cal a pre-
cisién experimental melloraba nunha orde de magnitude ata § = 0,4. Ainda
asi, o resultado do experimento seguiu sendo negativo e ningunha variacién
das velocidades con respecto 6 éter puido ser detectada.

1.3. Os postulados da relatividade especial

Vendo que as ecuacidons de Maxwell son correctas e que a existencia
do éter queda descartada experimentalmente, debe entén atoparse outra
explicacién. Poincaré suxeriu que o experimento de Michelson e Morley era
unha manifestaciéon do principio xeral de que o movemento absoluto non
pode detectarse e que as leis da Fisica son as mesmas en calquera sistema
inercial. Ademais, como as ecuaciéns de Maxwell inclien a velocidade da luz
¢, que debe ser a mesma en calquera sistema, hai que revisar o concepto de
velocidade relativa cando se aplica 4 luz. Lorentz achegouse moito a formular
a teoria da relatividade e, de feito, formulou as transformaciéns que levan
0 seu nome e baixo as que as ecuaciéns de Maxwell son invariantes cando
se cambia de sistema inercial, substituindo &s transformaciéns de Galileo.
Finstein desenvolveu a teoria da relatividade especial en 1905 a partir de
dous postulados basicos:

1) Principio de relatividade: As leis da Fisica son as mesmas en
calquera sistema inercial. Non existe un sistema inercial preferido (éter ou
sistema en repouso absoluto).

2) Principio de constancia da velocidade da luz: A velocidade da
luz no baleiro é unha constante universal, independente de calquera move-
mento da fonte ou do observador (é a mesma en calquera sistema inercial).

O principio 1) ou principio de relatividade é a base fundamental da
teorfa. O 2) de constancia da velocidade da luz é unha consecuencia do 1)
se aceptamos que as ecuaciéns de Maxwell son leis fundamentais da Fisica.

1.4. Transformaciéns de Lorentz

Sexan dous sistemas inerciais S e S’ cos seus eixos paralelos. Non per-
demos xeneralidade se suponemos que o movemento relativo é na direccién
x1, sendo u a velocidade de S’ con respecto a S. Definimos t = ¢ = 0 no
instante no que as orixes de ambos sistemas O e O’ coinciden.
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A transformacién de Galileo é:

r; = x1—ut
.%IQ = I9
xg = X3
t =t

Para un raio de luz que se envia dende a orixe en ¢t = 0 na direccién x;
temos:

EnS : xz1=ct

EnS : 2f=dt=C1t

E polo tanto, a transformacién de Galileo é ¢t = ¢t — ut, chegando & con-
clusién de que a velocidade da luz se transforma segundo ¢ = ¢ — u ou
¢ =u+ ¢, en contradicién co postulado 2). Buscamos unha transformacién
mais xeral. Fagamos a hip6tese de que dita transformacion é linear (a de
Galileo éo, e serd un caso limite da que buscamos).

s (Coordenadas transversas: dado que o movemento é na direccién z1,
calquera suceso con z = 0 ten que ter zz = 0 polo que simultanea-
mente debe ser =, = kxs e x9 = kxl,. Por simetria, k = 1 e por tanto
xh = x5. Analogamente, x% = 3.

s Coordenada lonzitudinal: suponamos a transformacién linear: x| =
axy + bt. O punto O’ ten zj = 0, 1 = ut, polo que 0 = aut + bt e
b = —au, quedando a transformacién:

7y = a(xy — ut). (1)
Por simetria, é dicir, intercambiando:

{L‘1<—>IL‘/1

t —
u o —u
e utilizando o postulado 1):
r1 = a(z) + ut'). (2)

Usemos agora o postulado 2). Para o raio de luz emitido en ¢ = 0
temos que:

xlzct

ry =t
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xa que a velocidade da luz é a mesma nambolosdous sistemas. Substi-
tuindo en (1) e (2):

ct' = a(ct — ut)
ct = a(ct’ + ut'),

de onde, eliminando ¢ e ' temos que

a(c —u) c

e polo tanto:
4= ——.
_u?
c2
A transformacion para as coordenadas lonxitudinais queda entodn:

1

Ty = —— (21 — ut)
1 ¥
c2

]‘ / /

x] = (7 +ut)
u2
ez

= Coordenada temporal:

Eliminando ) (ou z1) das ecuaciéns anteriores:

= (x1 — ut) + ut
u2

1 1
fE e

podemos obter as transformaciéns para a variable temporal:

1
! _ .
t = - (t——5mr1)
T2
e tamén )
_ W,
t= - (t' + 623:1)
T2
Resumindo, se definimos:

u 1 1
527 p—
c
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temos o seguinte conxunto de transformacions de Lorentz:

t = V(t—gm)

vp = y(z1 - Pet)
33,2 = X2
ﬂfé = 3,
e, por simetria;

t = '+ §xa>
xy = (2} + Bet)
Ty = T4
r3 = b,

O parametro 3, que non é mais que a velocidade da luz en unidades de ¢
ten que ser § < 1 para que as transformacions tenan sentido, é dicir u < c.
De feito, para u < ¢, 8 — 0, g — 0, con B¢ = u finita, resulta que v — 1 e
as transformaciéns redicense a:

t =t

¥y = x1—ut
113/2 = X9

T3 = I3,

e a sua inversa, que son as transformacions de Galileo.
Como as transformacions son lineares, as diferenzas entre a posicién e
os tempos de dous sucesos A e B transforman da mesma maneira que as
— A | ! .
coordenadas. Se Az = xp — x4 e Az’ = 2’5 — 2y

At = ’y(At—gAfL‘l)

Azy = ~v(Azy — BeAt).

Omitimos as direcciéns transversas xa que non transforman.

Dous sucesos que suceden no mesmo instante (ainda que non necesa-
riamente no mesmo lugar) chdmanse simultdineos (At = 0). Analogamente,
dous sucesos no mesmo lugar (pero non necesariamente no mesmo instante)
son colocais (Ax = 0). Os sucesos simultdneos e colocais & vez son coinci-
dentes (At = Az = 0). Pero veremos que os conceptos de colocalidade e
simultaneidade non tenen significado universal: dependen do observador.
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1.5. Relatividade da colocalidade: dilatacién temporal

No caso non relativista, a transformacion de Galileo:
Ax' = Az —uAt, At = At

fai que dous sucesos que son colocais no sistema S’ (Az’ = 0) non o sexan no
sistema S (Az = uAt # 0). Por exemplo, unha persoa viaxando nun tren
queda durmida e esperta un certo tempo madis tarde At # 0 no mesmo
lugar (Az’ = 0) (o seu asento) no sistema do tren (S’). Non obstante,
faino en estaciéns distintas separadas unha distancia Az = uAt # 0 para o
observador en terra (5).

No caso relativista chegamos a unha conclusién semellante usando as
transformacions de Lorentz:

Az' = y(Ax — BeAt)
At = (At — 6Aaj)

c

Para dous sucesos colocais en S’, Az’ = 0, a tempos distintos At' # 0:

Az = fclt e At = (At — EBeAt) = y(1 - p2)At = /1 - B2At = LA,

v
ou sexa:

At = yAt > At

a diferenza do caso non relativista. Esta relacion é a expresion da dilatacion
temporal: o intervalo temporal medido por un observador calquera sempre
é maior que para aquel no que os sucesos son colocais (o que chamaremos
tempo propio).

Se os sucesos son os «tics» dun reloxo, o intervalo entre eles é mais grande
para un observador que se move respecto ao reloxo que para aquel que o ve
en repouso e polo tanto o reloxo vai méais a modo: os reloxos en movemento
atrasan.

1.6. Relatividade da simultaneidade: causalidade

Da transformacién de Lorentz para o intervalo temporal:

At = (At + gAaj/)
vemos que se dous sucesos son simultdneos en S’ (At = 0), entén At =
%Aw’ # 0 e non o seran en S, salvo que sexan colocais, claro, caso en que
seran coincidentes para todos os sistemas. De feito, dependendo de si Az’ > 0
ou Az’ < 0, un dos eventos pode suceder antes ou despois que o outro. Este
efecto de relatividade da simultaneidade non sucede no caso non relativista,

pois as coordenadas temporais non se modifican nas transformaciéns de

Galileo.
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Mais adiante veremos que se dous sucesos estan relacionados causalmen-
te, entén a causa debe ser anterior que o efecto en calquera sistema, e isto
nos leva a que ningun sinal pode propagarse a velocidade superior a c.

1.7. Contraccion de lonxitudes

Consideremos un obxecto (unha barra) de extremos A e B. A sda lonxi-
tude en repouso é: Ly = Az’ = 2’y — 2/5, con At’ non necesariamente nula,
xa que para un obxecto en repouso pédense medir 2’4 e 2’5 no instante que
queiramos. Pero o observador que se move con respecto a barra calcula a sta
lonxitude mediante L = Az = zg — x4, onde agora si que x4 ¢ xp hanse

9
medir no mesmo instante At = 0. Entén:

Az’ = y(Ax — BeAt) = yAx = Ly =~L
ou

1
L= *L()v
Y

que é sempre menor que Lg. Un observador en movemento mide sempre
unha lonxitude L menor que a lonxitude en repouso Lo (contraccion de
lonzitudes). Debemos salientar que se L’ = yL non é certo que por simetria
se tenia que L = vL', xa que se a medida é simultdnea nun dos sistemas non
0 sera no outro.

1.8. Transformacién de velocidades

Da definicién da velocidade en cada un dos sistemas inerciais:

v, = lim g = d—x
At dt
v, = lim A’ = d—x/
£ At dt’

e as transformacions de Lorentz en forma infinitesimal:

dx’ = ~y(dx — Bedt), dt’ = ~y(dt — édm)
c

o / / o / 5 /

dzx = y(dz' + Bcdt’), dt = ~(dt’ + de )

obtemos a transformacion das componentes da velocidade. Na direccion da
transformacion temos:

dr  ~y(dr' 4 Bedt’) % +u

Vp = — = = .
Tdt 'y(dt’—i—gdx’) 1+C%%
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¢é dicir: )
Vp T U
uvj,

U =
£ v
2

1+

ou tamén, chamando v = u, vy = v, v = V,:

U1+ 2
- V12

relacion que se coniece comunmente como a regra relativista de adicion de
velocidades. Vemos que para u < ¢, f — 0 e v, = u + v}, que é a adicién
de velocidades non relativista (v = vy + v2). Ademais, todo isto debe ser
consistente co postulado de constancia da velocidade da luz. Se temos, por
exemplo, v}, = ¢,

c+u c+u c+u
U = = = :C
TTI4+% 1+Y et

de acordo co resultado de que a velocidade da luz é a mesma en calquera
sistema inercial.

Analogamente, para as compofientes transversas, resulta unha transfor-
macién non trivial, xa que a pesar de non se transformaren as coordenadas
si o fan os tempos:

oM dy Y
ot y(dt + Bda) (14 )
_dz dz’ v’

z

v, = — = = ,
dt A(dt' + Bda’)  y(1+ %)

2. Formalismo cuadridimensional. Xeometria do
espazo-tempo

2.1. Espazo-tempo cuadridimensional

Reescribamos as transformacions de Lorentz para ver que tratan de for-
ma simétrica as variables espaciais e temporais. Chamando z° = ct, z! = 2,
estas pddense escribir:

/
2 = (2~ pa)
2" = 5(~pa0 + 2,

onde se ve manifestamente a simetria entre 2° e 1. Se reunimos a variable

temporal xunto as tres espaciais, a transformacién se pode escribir en forma
matricial:

2’ v =By 0 0 0
2t | =By ~ 00 x!
2 || 0o o0 10 2
23 0 0 01 z3
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/ A
JZM — MVIL‘V

Y

onde os indices toman os catro valores: pu,v = 0,...,3. As transformaciéns
de Lorentz son transformaciéns lineares nun espazo de catro dimensiéns do
que os seus elementos son vectores de catro compoifientes que chamaremos
cuadrivectores:

X = (20, 2, 2%, 23).

En forma matricial:

X' =A-X,
onde
v =By 00
| By v 00
A= 0 0 1 0
0 0 0 1

é a matriz da transformacién de Lorentz. A expresiéon anterior é precisa-
mente a lei de transformacion dun vector. A xoga o papel andlogo ao dunha
matriz ortogonal en tres dimensiéns. De feito, veremos que as transforma-
cions de Lorentz poden entenderse como «rotaciéns» en catro dimensions
que reservan un certo «produto escalar» e a partir de ai construiremos todo
o calculo tensorial no espazo cuadridimensional (ou espazo de Minkowski).

A matriz A ten determinante det A = 4% — 3?42 = 1, polo que se pode
parametrizar:

v = cosh ¢
fy = senh ¢,
é dicir:
tanh ¢ = (.

O parametro ¢ chdmase rapidez (rapidity). Veremos nos problemas que as
transformacions de Lorentz forman un grupo (o grupo de Lorentz):

51+52>

A(Br) - A(B2) = A(B2) - A(Br) = A (Hﬁlﬁz

ou, en termos da rapidez:

A1) - A(d2) = A(d2) - A1) = A(p1 + ) .

Chamando ¢ = if (sendo ¢ real, 6 serd imaxinario), temos que cosh ¢ = cos
e senh ¢ = isen f co cal poderiamos escribir:

ix? _ cos@ senf iz
2 ~\ —senf cosf 2!
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e dicir que a transformacion de Lorentz tamén se pode considerar como unha
rotacién ordinaria nun plano con componente temporal imaxinaria (iz?, z'),
ainda que preferimos non utilizar esta interpretacion.

De todos os xeitos, o grupo de Lorentz é similar en catro dimensiéns ao
grupo ortogonal en tres dimensiéns. Alf tifiamos vectores ¢ con componentes
v;, @ = 1,2, 3, transformandose de acordo a lei v} = a;;v;, onde as componien-
tes a;; son as dunha matriz ortogonal que satisfai d;ja;,a; = i, ou sexa,
que preserva ou deixa invariante o produto escalar ou norma euclideos.

No caso cuadridimensional, temos cuadrivectores X = (2° = ct, 2!, 22, 23)
dos que as componentes x*, p = 0, 1,2, 3 transforman baixo Lorentz de acor-
do a:

't = Az

para as componientes contravariantes, onde a matriz A satisfai:
_ AR AV
77/“/ =A pA O’np<77

onde —nop = M1 = 722 = N33 = 1 e 1y, = 0 para pu # v. Dicimos que as
transformacions de Lorentz deizan invariante a métrica de Minkowski:

100 0
[ 0o 100
=1 0 010

0 00 1

Ao igual que cos tensores cartesianos podemos agora clasificar as magnitudes
fisicas de acordo ds stas propiedades de transformacién baixo o grupo de
Lorentz. O produto escalar ou norma vai vir dado por:

X? = e’ = —(a°) i

+(@%) = =+ (") + (%) + ()
e
XY =ty = 00ty 2?4 ayd = —cthty+x1y1—|—x2y2—|—x3y3
Estas cantidades son escalares ou invariantes Lorentz:
X"? = nuyx’“x”’ = nMV(A’;:Up)(Al;m") = nu,,A‘;A”prx" = Ny’ = X2.
Tamén se pode escribir
X? =g ate’ = z,a”,

onde z, = n,,x" son as componentes covariantes do cuadrivector posicion:

zo=—2" x=2' i=1,23.

e analogamente para X - Y.
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O espazo cuadridimensional coa métrica de Minkowski chdmase espazo
de Minkowski.

Podemos definir entén escalares ou invariantes (masa, enerxia en CM),
vectores (posicién, momento, velocidade), tensores de segunda orde (o tensor
de Maxwell do campo electromagnético, o tensor enerxia-momento), etc.
O principio de relatividade afirma que todas as leis da Fisica deben ser
igualmente validas en calquera sistema inercial, é dicir, deben permanecer
validas despois dunha transformacion de Lorentz. Unha lei da Fisica ten que
vir daquela expresada mediante unha ecuacién entre cantidades do mesmo
caracter tensorial baixo transformaciéns de Lorentz:

A =B,

de maneira que en outro sistema inercial calquera, a ecuacion:
/ /
A"=B,

segue a ser certa pois ambos membros da ecuacién transformanse da mesma
maneira (covarianza).

O principio de constancia da velocidade da luz esté contido na invariancia
da métrica de Minkowski: se X representa a posicién dun raio de luz emitido
dende a orixe en t = 0, entén X2 = —c?t?> +r? = 0, xa que ¢ = ”LtH Como
X2 =X2=0, —cA?+1r*=0ec= Hl;,/”, ou sexa, a velocidade da luz
¢é independente do sistema inercial.

2.2. Intervalos

Un suceso ou acontecemento é un vector no espazo de Minkowski (espazo-
tempo): X4 = (29, 2, 2%, 23). Dado outro suceso Xp, definimos o intervalo
entre eles como:

5124B = (XB - XA)Q = AXZ = nMVAquxV = —CQAtQ + AI‘2

ou tamén

51243 = —CQAtQ + d12437
onde dap = ||Ar|| é a distancia euclidea entre as posiciéns espaciais dam-
bolosdous sucesos e At é o intervalo temporal entre eles. Por suposto que

o intervalo é un invariante de Lorentz, pero pode ser positivo, negativo ou
nulo.

] 5’124 5 > 0= dap > cAt. O intervalo chdmase de tipo espazo (space-like)
pois os sucesos estan separados por unha distancia maior da percorrida
por un raio de luz no tempo At. Doutro xeito: a un raio de luz non lle
daria tempo a conectar ambos sucesos. O caso mais claro de sucesos
separados por un intervalo tipo espazo é o de sucesos simultaneos en
posicions distintas, xa que At =0 e dap > 0.
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= 525 = 0 = dap = cAt. O intervalo chdmase de tipo luz (light-like)
pois os sucesos estdn separados por unha distancia exactamente igual
4 percorrida por un raio de luz no tempo At. Un raio de luz pode
conectar ambos sucesos.

] 51243 < 0 = dap < cAt. O intervalo chdmase de tipo tempo (time-
like) pois os sucesos estédn separados por unha distancia mais pequena
da percorrida por un raio de luz no tempo At. O caso mdis claro de
sucesos separados por un intervalo tipo tempo é o de sucesos colocais
en instantes distintos, xa que At > 0 e dag = 0.

2.3. O cono de luz. Diagramas de Minkowski

Graficamente, se colocamos o suceso A na orixe e representamos o espazo
de Minkowski (s6 o plano z%z'), vemos que o lugar xeométrico dos sucesos
tipo luz respecto de A son as lifas: 2 = ¢*t> = 2 = Zct, que son as
traxectorias de raios de luz propagandose cara & dereita ou 4 esquerda. Ao
incluir as outras dimensiéns no gréfico tratariase en realidade dun cono: o

cono de luz (light-cone).

Os sucesos tipo tempo estarian no interior do cono (332 < c2t2), mentres
que os de tipo espazo estarfan no exterior (z2 > c?t?). O eixo temporal é o
eixo vertical (o futuro vai cara arriba, o pasado cara abaixo).

As traxectorias das particulas materiais chdmanse linas de universo (world-
lines) e se a sta velocidade é inferior 4 da luz, deben estar sempre contidas
no seu propio cono de luz en cada punto (a pendente da curva non pode
ser nunca tal que ¥ > ¢). Este tipo de diagramas representando procesos no
espazo-tempo son os chamados diagramas de Minkowski.

Vexamos como se interpreta graficamente unha transformacién de Lo-
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rentz nun diagrama de Minkowski. Dada a transformacién:

!/
2 = 5(a° - o)
o = (=520 + ),

o cono de luz é invariante, xa que

2% = 42V = (20— Ba") = y(—Ba2+2) = 1£8)2° = (1FB)2" = 2° = +a.

0 1/

Ademais, o eixo 2%’ vén definido polo lugar xeométrico dos puntos con z= =
0, ou sexa z! = 20 = 2% = %J}l, que é unha recta de pendente % > 1.
Analogamente, o eixo 2! estd formado polos puntos con 20 = 0, ou sexa
20 = Ba!, que é unha recta de pendente 3 < 1. Poderfa dicirse que os novos
eixos obténense «pechando» co mesmo angulo os eixos orixinais sobre o cono
de luz, que seguird formando a bisectriz entre os eixos ao ser invariante.

Podemos enunciar agora o seguinte

Teorema: Para dous sucesos A e B:

1. Se 5124 5 < 0 (tipo tempo), existe unha transformacién de Lorentz que
converte A e B en colocais.

2. Se 5%z > 0 (tipo espazo), existe unha transformacién de Lorentz que

converte A e B en simultdneos.
A demostracién é sinxela. Situemos A na orixe e sexa B = (z°,2!).
Restrinximonos ao primeiro cuadrante no diagrama, 2%, 2 > 0.

1

1. $%5<0= —(29)% + (2)2 < 0= 2! < 2. Abonda tomar a transfor-
macién con 3 = % < 1 e entén 2 = 0 e os sucesos son colocais.

2. 845> 0= —(29? + (212 > 0 = 20 < z!. Tomando 8 = i—(l) <1

o/

teremos x° = 0 e o0s sucesos son simultaneos no novo sistema.

Graficamente:

De feito satisfaise estoutro importante teorema:
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Teorema: Se B esta féra do cono de luz de A, entén son certas as tres
afirmacions seguintes:

1. Existe un sistema S no que B sucede despois que A (z° > 0)
2. Existe un sistema S’ no que A e B son simultaneos (z° = 0)
3. Existe un sistema S” no que B sucede antes que A (z° < 0)

Demostracion: dende logo, unha das tres posibilidades debe ser certa. Sexa
esta a primeira, (20 > 0). Como B esta féra do cono de luz, e de acordo

. . s 0 . /
co teorema anterior, a transformacion con § = % < 1faiz? =0eos

sucesos son simultdneos no S’. Ademais, como i—? < 1, existe outro (3 tal que
i—? < 3 < 1. Tomando este 3, a transformacién de Lorentz lévanos a un S”
onde 2% = 0.

En conclusién: se A e B estan relacionados causalmente, tefien que estar
dentro dos seus conos de luz, xa que a causa debe anteceder sempre ao efecto
para calquera observador en calquera sistema inercial, e non é posible que
existan & vez os tres sistemas do enunciado. Dito doutro xeito, a causalidade
propagase a velocidade inferior ou igual d velocidade da luz.

3. Mecanica relativista

3.1. Tempo propio

Como vimos anteriormente, os postulados da relatividade impofien que
as ecuacions do movemento deban poder escribirse de xeito covariante, é di-
cir, mediante relaciéns que involucran cantidades con propiedades ben defini-
das baixo transformacions de Lorentz: escalares ou invariantes (cuadri)vectores,
tensores, etc.

Para describir a posicién podemos utilizar o cuadrivector X con com-
ponentes x*.

Para a velocidade non podemos tomar dg—:, xa que dt non é un escalar,
senon unha componente do vector dX. Para obter un cuadrivector velocidade
necesitamos un invariante con dimensiéns de tempo.

Isto non é dificil, xa que o intervalo infinitesimal

ds = \/Mua'ra" = \/—c2dt? + dr?

é un invariante. Entén, a cantidade

ds?

1
2 142 2
dr’ = ——5 =df* — Sdr

tamén é un invariante con dimensiéns de T2. A raiz cadrada desa cantidade:

: I
dr = Zds = \/dt? — —dr?
C C
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denominase tempo propio, que é o invariante que utilizaremos para construir
os cuadrivectores velocidade e aceleracién. Sacando factor comin dt? na

1 dr? / v2

Finalmente obtemos que

expresion anterior:

que ¢é xustamente o resultado que obtivemos para a dilatacién temporal. O
tempo propio dr representa o intervalo infinitesimal de tempo medido no
sistema no que unha particula estd en repouso, mentres que dt é o tempo no
sistema, estacionario, con respecto ao cal a particula se move con velocidade
V.

3.2. Velocidade e aceleracion
Podemos agora definir un cuadrivector velocidade V con componentes:

det _ dat
dar ~ at

d dr
— 0 — g ) =
V = (0%, vaa) = 7 et1) = (e, 7) = (e ).

vt =

0
V" ="7YC Vye] = 7V.

O cadrado deste cuadrivector:

1
V= Nuo'v” = v0” = P+ V) = —— (= +0?) = ¢

é naturalmente un invariante.
Similarmente podemos definir un cuadrivector aceleracion con compofien-
tes dadas por:

u o vt d?at
at = — = —.
dr dr?
Como v,v” = —c?, derivando respecto de 7 obtemos que v,a” = 0 e a

4-velocidade e 4-aceleracién son «perpendicularess.

3.3. Momento

Na mecénica newtoniana p = mv. Imos xeneralizar esta expresién de
xeito covariante. Para isto definimos:

pt = mo*,
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onde m é un invariante con dimensién de masa;

P = (p°, pret) = my(e, v) = (mye, myv)
P? = m?V? = —m?c?.
A componente espacial de P é pye; = yp = myv = m(v)v, con

m

v’

c2

m(v) =my =

Esta cantidade m(v) chdmase as veces masa relativista ou masa dependente
da velocidade, sendo m = m(v = 0) a masa en repouso, que é unha canti-
dade invariante e serd a Unica masa que utilizaremos. Escribiremos sempre
explicitamente m-y.

A compoiiente temporal do cuadrimomento p? = % define E = mryc?.
Veremos maéis adiante que E é a enerxia total da particula.

Con esta definicién do momento, pode verse que a conservacién do mes-
mo é compatible coas transformacions de Lorentz. A definicién clasica p =
mv implica que se p se conserva nun sistema .S, non necesariamente se con-
serva noutro sistema S’ relacionado por unha transformacién de Lorentz,
mentres que coa definicién relativista si o fai. A lei de conservacion axeitada
serd agora a do cuadrimomento, que é unha lei covariante:

Zpin = Z IP)ﬁn

As componentes espaciais desta expresién dan a conservacién do trimomento
relativista e a componente temporal é outra lei de conservacién que identi-
ficaremos coa da enerxia.

3.4. Forza e enerxia

A xeneralizacion natural seria definir un cuadrivector forza

Fh dpt _ d(mu*)
dr dr
F = (F° Fra) = dp- i(mvc myv) = y— (myc, myv)
’ dr dr ’ dt ’

es as componentes espaciais serian, seguindo a analoxia co caso da velocidade
e 0 momento:

d
Frel = ’YF = 7%(7’7‘7")7

co que poderiamos escribir as ecuaciéns do movemento como:

F= %(mq/v%
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onde F e v son os 3-vectores ordinarios. Neste caso non se adoita utilizar a
expresién covariante.

O traballo realizado polas forzas sobre unha particula que se move entre
dous puntos 1 e 2:

2 2
W12:/F~dr:/dT:T2—T1:T
1 1

é igual & enerxia cinética que adquire 7. Introducimos a expresién de mais
arriba para a forza relativista e suponemos que a particula parte do repouso
para calcular a integral:

2 d 2 d v
Wii=T= / —(myv) - dr = / —(myv) - vdt = m/ v -d(yv).
1 dt 1 dt 0
Integrando por partes:

132
sdv

_ w2
c2

v ’U2
T:m’yVQ—m/ ’yvdv:m’yUQ—m/
0 0

Esta integral é inmediata, polo que:

v

T — 2 4 me? 1_f _ 2 4 e 1_“3_ 2 _
= myv” +mec 2 = myv” +me T me =
0
2 2
me c
—mﬁyvz—i-—ch—m'y[vg—l—Q}—ch—
v v

2
v
=my |:U2 + ¢ <1 — 2>] —mc? = mye® —me?.
c
Esta é a expresion relativista para a enerxia cinética:

T =m(y—1) = myc® — mc.

Para velocidades v < ¢, podemos expandir o factor de Lorentz, + en serie
de Taylor:

102 30t ) s 1 5, 3 ot

coincidindo co resultado non relativista no limite v < c.
Se reescribimos a expresiéon de T como m~yc? = T + mc?, chamaremos a
E=my® =Ey+T

a enerzia total, onde

Ey = mc?
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é o valor de E para v = 0, v = 1, a enerzia en repouso, € recuperamos o
conecido resultado para a conservacién da masa-enerxia.

Se volvemos & expresion do cuadrimomento, vemos que a stia componente
temporal é xustamente a enerxia:

E FE
pozmvc:—:>IP’: <,p>.
c c

Momento e enerxia estan ligados de xeito similar a como o estdn espazo
e tempo, formando parte dun mesmo cuadrivector. A conservacién do mo-
mento e da enerxia xa non son cousas separadas (conservacién do cuadri-
momento).

O cadrado de P vimos anteriormente que era un invariante P? = —m?2c?,
polo que:

2
E E
P? = —m?c® = — ( +p? = —m?? = —— +p?,
c c
de onde se obtén a relacion relativista entre o momento e a enerxia, a relacion
de dispersion:

E? = p22 + m2é

3.4.1. Exemplo: particula sometida a unha forza constante

Resolvamos a ecuacion do movemento para unha particula de masa m
que se atopa en repouso na orixe en t = 0 sobre a que actia unha forza
constante F'. A ecuacién do movemento vai ser:

F = %(myv).

Como F' é constante, podemos integrar trivialmente (con vy = 0):

-5
e, despexando a velocidade:
F
=t
u(t) = "172
Ft
L+ (570)

Vemos que parat — 0, v — %t, como corresponde ao movemento uniforme-
mente acelerado. Porén, sabemos que a velocidade non pode aumentar inde-
finidamente, pois existe unha cota superior, c. Efectivamente, para t — oo,
o termo linear no tempo domina baixo a raiz cadrada e v — ¢, de acordo
cos postulados da relatividade.
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A expresion da velocidade pode integrarse de novo con respecto ao tempo
sen moita dificultade, obténdose:

Comprobamos que para t — 0:

2 1/ Ft\? 1F
1+(> +o— 1| ===+ ...,

mc

x(t): F 2 \'mec 2m

pero para t — 0o 0 movemento faise asintéticamente uniforme e x(t) — ct.

3.4.2. Exemplo: enerxia e momento dun electron

A enerxia en repouso dun electrén é 0,5 MeV:
Ey = mc? = 0,5MeV,

polo que a stia masa é:

MeV

m=05——=9x10""" kg.
C

Supofiamos que o electrén ten unha enerxia cinética de 0,8 MeV. Calculemos
a stia enerxia total, momento e velocidade. A enerxia total é £ = mc?+T =
1,3 MeV. Ademais, usando a relacién de dispersién relativista E? = p?c? +

m2ct:
pc =V E2 —m?2ct = 1,2MeV

e, xa que logo

MeV
p=12-2
Ademais, como 8 = T = mffc = EL/C =k
_ 1,2MeV

3 =0,92 = v = 0,92¢

-~ 1,3MeV

3.5. Particulas sen masa: o fotén

Na mecénica non relativista p = mv, T = %va, polo que unha particula
con m = 0 non terd nin momento nin enerxia. Non obstante, en relatividade
p=myv e E = myc?, polo que 8 = 2 = &, independentemente da masa.
Na relacién de dispersién relativista podemos potnier m = 0 e obtemos

FE =pc,
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e polo tanto
B=1=v=c,

indicando que as particulas sen masa viaxan d velocidade da luz. As ex-
presiéns relativistas do momento e a enerxia serian entén indeterminaciéns
do tipo 0 - oo, pero non hai ningunha contradicién no feito de que existan
particulas que ainda con masa nula tenen momento e enerxia finitos, sempre
que se movan a v = ¢. O cuadrivector momento é en xeral de tipo tempo,
como corresponde & propagacién dunha particula con masa: P? = —m?c?.
En cambio, para unha particula sen masa, o cuadrimomento é de tipo luz:
P? = 0.

A existencia de particulas sen masa movéndose & velocidade da luz con
momento e enerxia non nulas estd apoiada pola mecénica cuantica. Segundo
Planck e Einstein, os foténs tefien enerxia

E=ho=hv
€ momento
p = 7k,
que se poden reunir nun cuadrivector P = h(%, k), onde h é a constante de
Planck e A = 2}; . En funcién da lonxitude de onda, k = 27” =p= % Esta

¢é a relacién de de Broglie entre o momento dunha particula e a lonxitude
da stuia onda cudantica asociada, valida para foténs pero tamén para calquera
outra particula, tefia masa ou non.

3.6. Cinematica relativista de colisidéns

En experimentos de Fisica de Altas Enerxias considéranse colisiéns entre
particulas onde as interacciéns son, dende logo, complexas e de natureza
cuantica. Non obstante, cando as particulas que participan na reaccion estan
lonxe da rexion de interaccién o seu movemento pode describirse mediante
a Mecénica Clésica. Esta descricién debera ser, dadas as velocidades as que
se moven estas particulas, relativista.

De todos os xeitos, o principio fundamental que intervén é valido clasica
e cuanticamente: a conservacién do momento-enerxia (cuadrimomento):

Z IPJinic = Z Pﬁn

As relaciéns entre as cantidades relevantes cando cambiamos de sistema
inercial (tipicamente LAB e CM) obteranse a partir das transformaciéns de
Lorentz. O sistema CM definese como aquel no cal o 3-momento total é nulo:
p’ =), p, = 0. O cuadrivector momento en CM serd entén P’ = (pf, 0) =
(ET/, 0) e como o seu cadrado P2 = —% ¢ un invariante, a enerzia total no
sistema CM, E', € un invariante de Lorentz.
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A conservaciéon do cuadrimomento implica automaticamente a conser-
vacion do momento e da enerxia e estd garantido por covarianza que se se
satisfai nun sistema inercial tamén o fai en calquera outro.

A conservacion da enerxia relativista equivale no caso v < ¢ & conser-
vacién da enerxfa cinética, £ = m~yc? ~ mc® + %va, Xa que a masa non
varia.

E,=F f= T, = Tf

No caso relativista, a masa pode transformarse en enerxia e viceversa.
Isto fai que incluso en procesos ineldsticos, a enerxia relativista siga a conser-
varse, xa que as variacions de enerxia cinética se compensan con variacions
de masa, como se comproba experimentalmente.

Os ingredientes fundamentais son daquela:

» Conservacién do cuadrimomento (enerxfa-momento), incluso en coli-
sions ineldsticas.

» Transformaciéns de Lorentz (CM < LAB)

» Construcién de invariantes Lorentz (escalares) que tefien o mesmo va-
lor en todos os sistemas inerciais.

Isto fai que os resultados relativistas sexan obtidos moitas veces mais
doadamente que os non relativistas.
3.6.1. Exemplo: scattering Compton

O scattering Compton consiste na colision dun fotén sobre un electrén
en repouso. O fotén sae desviado un dngulo ¢. A sta enerxia final pode
calcularse en funcién da enerxia inicial:

Mte —y2te

Denotamos con P os momentos das particulas antes da colisién e con QQ os
momentos despois da mesma. Estes son:

El El
Py = (—p1), P =0=pi=|p ="
P, = (mc0), P2 =-m? (en repouso)
E2 E’2
Qyn = (?,%), 32 =0=q=|af = o
E
@67 = <7e7q6>7 sz = _m2C2

A conservacién do cuadrimomento escribese:

]P)’Yl + IP)e— = Q’Yz + Qe—a
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de onde podemos despexar Q.- e elevar ao cadrado:
Q.- =Py, +Po- — @y,
QL =P +P2 +Q2, +2P, -P- —2P, - Qy, —2P.- - Qyy,
de onde
—m2c? =0 —m?c® + 0+

E1Es
c2

E1 E2
+2|——mc+ 0| —2 +p1-q2| — 2 |—mc—+0|,
c c

e, usando que
EyEy
P14z = |[puflfazllcos o = — 5= cos ¢

e despexando, temos a expresion para a perda de enerxia que sofre o fotén:

F1FE5
mc?

Ey — Fy =— (I —cos¢) < 0.

Tendo en conta que para o fotén £ = hv = %, a expresién anterior pode
ponerse:

h
— (1 = cos¢) > 0,
me

Ay — Ay =

que da o aumento da lonxitude de onda Compton.

3.6.2. Exemplo: enerxia limiar

En procesos de colisiéns é importante o concepto de enerxia limiar ou
enerxia minima das particulas iniciais para que unha reacciéon poida ter
lugar, por exemplo:

a+b—c+d.

O habitual é que unha das particulas iniciais (p.ex. b) estea en repouso (no
sistema LAB) e queiramos calcular a minima enerxia que debe ter a para
que sexa posible a reaccion.

A minima enerxia das particulas finais é a sia enerxia en repouso (o
resto é cinética) e esa seria a enerxia limiar. S6 no sistema CM se pode
acadar dita enerxia, xa que é o unico onde todas as particulas poidan estar
en repouso, ao ser o momento total nulo:

E' > (me +mg)c?.

En calquera outro sistema inercial, dado que E? = p?c? + m2c?, se p # 0,
entén E > (me +mg)c2.

No noso caso temos, no sistema CM:
E

/ b
c,p)+(c, P).

E' E!
P =P +P; (—,0)=(—=2
c
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E no sistema LAB:
E
P=P,+P, = (=2,
Usando a invarianza Lorentz:

P2 =P2=P2+P2+2P, P,

Isto implica que:

E? =m2ct + mict 4+ 2B, mpc.

A enerxia limiar de a, Ey|mm 6 para B’ = mqc? + mgyc?, e polo tanto

2.4 2 4 2 4 2 2 2
Bl _(me+mg)ict —mgct —mipct  (me+ma)® —mg —myp
i 2mpc? N 2my, ¢

3.7. Formulacion lagrangiana e hamiltoniana

Para formular a relatividade especial dende o punto de vista lagrangiano,
necesitamos unha accién. Esta debe ser unha integral curvilinea, ao longo
da traxectoria dunha particula, dunha cantidade escalar ou invariante. Para
unha particula libre, o inico invariante de que disponiemos para integrar é o
elemento de tempo propio dr, polo que escribimos:

2
S—a/ dr,
1

onde « é unha constante a determinar coas dimensions axeitadas.

2 2 02 2
S:a/ dt:a/ \/I—th:/Ldt,
1 7 1 c 1

onde a lagrangiana para unha particula relativista L é:

2

v
L=a/1-=.
[0 02

102 102
L~all—=—=+.. ) =cte—a=— + ...

Para v < ¢,

2 c2 2 c2

e fixamos « da condicion de que a lagrangiana coincida coa dunha particula
libre no caso non relativista, salvo unha constante:
2
1w 1 9

—a=—— = —mv° = a = —mc
2¢2 2 ’
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Tema 4: Relatividade especial J. M. Sanchez de Santos

co cal xa temos a lagrangiana relativista dunha particula libre:

v2 mc?
L= —ch\ll - =—
c? ~y

O momento canénico conxugado & posicién é

1
oL 21 () v2\ 72 [ 2v
=—=-mc"-|(1-—= —— | =myv
P="% 2 c2 c? LAt

como agardabamos.

Dado que a lagrangiana non depende do tempo explicitamente, a hamil-
toniana é unha constante do movemento, que ademais debe coincidir coa
enerxia. Efectivamente:

’I’)’LC2

H=pv—L=myw?>+— =my =mc*+T =E.
8

Para expresar a funciéon H en funcién do momento, basta usar a relaciéon de
dispersion:
2c2 + m2ch,

e para particulas sen masa
H=F = pc.

No caso de termos forzas externas conservativas, simplemente haberda que
engadir o correspondente potencial V:

H=F=+/p2c2+m2c*+ V.

L =—mc

de onde se obtenien as ecuacions relativistas das érbitas.
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